
Quadratische Funktionen

0) Einführung

Eine Gleichung mit der Funktionsgleichung f(x) = ax² + bx + c mit a≠0  nennt man eine 
quadratische Funktion. Der Funktionsgraph ist eine Parabel.

1) Darstellungsformeln der Parabel
     a) Scheitelpunktform: f(x) = a(x – d)² + e    SP(d | e), Streckfaktor a
         Hier lassen sich der Scheitelpunkt SP und der Streckfaktor a direkt ablesen.
     b) Allgemeine Form:  f(x) = ax² + bx + c       SPy(0 | c), Streckfaktor a
         Hier lassen sich der Schnittpunkt mit der y-Achse SPy  und der Streckfaktor a ablesen.
     c) Faktorisierte Form: f(x) = a (x – n1) . (x – n2)     Nst x1 = n1 oder x2 = n2 ,  Streckfaktor a
         Hier lassen sich die Nullstellen und der Streckfaktor a direkt ablesen.
Die Formen können durch Ausmultiplizieren oder Faktorisieren ineinander überführt werden.

2) Typische Aufgabenstellung
    
     a) Schnittpunkt mit der y – Achse
     b) Schnittpunkt mit der x-Achse
     c) Hochpunkt/ Tiefpunkt
     d) Funktionswert an einer Stelle z.B. x = 4
     e) Stellen zu einem Funktionswert z.B. y = 1
     f) Schnittpunkte zweier Parabeln

Die genannten Aufgabenstellungen werden im Folgenden anhand der Funktionen f (bzw. f und 
g für den letzten Aufgabenteil) mit f(x)=x²- 4x + 1 und g(x)=-x²+ 2x + 1 durchgerechnet.

a) Ansatz: f(0) = 0² – 4 . 0 + 1 = 1     Spy(0|1)
b) Ansatz: f(x) = 0
                 x² – 4x + 1 = 0                   | -1
              x² – 4x = -1                       | QE
              x²- 4x + 2² = -1 + 2²         | T
              (x -2)² = 3                         | 
              x1,2 -2 = √3oder−√3         | +2
              x1 = √3+2 oder x2 = −√3+2
c) Ansatz: Umwandeln in die Scheitelpunktform
                 f(x)=x²- 4x + 1  =  x²- 4x + 2² – 2² + 1  = (x – 2)² – 3   Scheitelpunkt (2|-3)
d) Ansatz: f(4) = 4² – 4 . 4 +1 = 1   P(4|1)  
e) Ansatz: f(x) = 1
                  x²- 4x + 1 = 1                    |-1
               x² – 4x = 0                       | QE               
              x²- 4x + 2² =  2²              | T
              (x -2)² = 4                         | 
                x1 -2 = 2  oder  x2 -2 = - 2  | +2
   x1 = 4 oder x2 = 0       P(4|1) oder P(0|1)



f) Ansatz: f(x) = g(x)
                  x²- 4x + 1 = -x²+ 2x + 1           | + x²     
               2x² – 4x + 1 = 2x + 1                | -2x    
               2x² – 6x + 1 =  1                       | - 1
               2x² – 6x  =  0                           | Ausklammern 2x
                2x(x -3) = 0   
          Daraus lassen sich die Lösungen x = 0 und x = 3 ablesen, da ein Produkt immer 0 ist,  
          wenn einer der Faktoren 0 ist.
          Nun muss man noch x = 0 und x = 3 jeweils in eine der Gleichungen einsetzen und erhält 
          die y-Werte der Schnittpunkte.
             f(0) = 1   bzw. f(3) = -2      SP1(0 | 1) bzw. SP2(3 | -2)

3) Nullstellen quadratischer Funktionen bzw. Gleichungen
Die Bestimmung der Nullstellen bei gemischt-quadratischen Gleichungen erfolgt mit der in 2) 
bereits durchgeführten Umformung mithilfe der quadratischen Ergänzung bzw. mit der p-q-
Formel.
Bei reinquadratischen Gleichungen z.B. der Form f(x) = x² + 9 lässt sich die Lösung direkt 
durch Wurzelziehen bestimmen. Die Lösungen sind in diesem Beispiel  3 und -3.
Bei unvollständig-quadratischen Gleichungen der Form f(x) = ax² + bx = 0 lassen sich durch 
Ausklammern die Lösungen bestimmen. ax(x + b) = 0. Die Lösungen sind dann 0 und – b.
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4) Auswirkungen der Parameter auf den Graphen der quadratischen Funktion
    a) Allgemeine Form: f(x) = ax² + bx + c
     Der Faktor a gibt die Streckung der Parabel an. Ist a negativ, so ist die Parabel nach  
     unten geöffnet. c ist die Verschiebung nach oben bzw. unten, wenn c negativ ist.
     b) Scheitelpunktform: f(x) = a(x – d)² + e
     Der Faktor a hat hier dieselbe Bedeutung wie bei der allgemeinen Form.
     Der Parameter e gibt die Verschiebung nach oben bzw. unten an, wogegen der Parameter d
     die Verschiebung nach links (für d < 0) bzw. rechts (für d > 0) angibt.



5) Bestimmen von Gleichungen quadratischer Funktionen

Die Gleichungen quadratischer Funktionen lassen sich bei Kenntnis bestimmter Werte 
ermitteln. 
Je nach Art der angegebenen Punkte muss eine geeignete Darstellungsform der 
Parabelgleichung gewählt werden. Die Bestimmung einer Parabelgleichung mithilfe von drei 
beliebigen Punkten wird in Klasse 9 noch nicht durchgeführt.

a) Gegeben ist der Scheitelpunkt und ein weiterer Punkt. SP(-1 | 2) und P (3 | - 2)
    Ansatz: Scheitelpunktform  f(x) =  a(x – d)² + e   
    Einsetzen der bekannten Punkte:       - 2 = a . (3 - (-1))² + 2     |T
                                                           -2 = a . 16 + 2                  | -2
                                                           - 4 = 16a                         | :16
                                                            -0,25 = a         f(x) = -0,25 (x + 1)² + 2    

b) Gegeben sind die Nullstellen und ein weiterer Punkt. n1 = 2 und n2 = 4 und P (3 | 3)
    Ansatz: Faktorisierte Form. f(x) = a (x – n1) . (x – n2)
    Einsetzen der bekannten Werte.  3 = a (3 – 2) .  (3 – 4)     |T
                                                      3 = -a                            | : (-1)
                                                      -3 = a         f(x) = -3 (x – 2) . (x – 4)

c) Gegeben ist der y-Achsenabschnitt und zwei Punkte. P(0 |4); B (1 | 2) und C (3 | 10)
    Es wird ein Gleichungssystem mithilfe der allgemeinen Gleichung aufgestellt.
    Dabei ist der Parameter c = 4 dem Punkt P zu entnehmen. 
    Allgemeine Gleichung:  f(x) = ax² + bx + 4
    Dann werden die Werte der Punkte B und C je einmal in die allgemeine Gleichung für x und  
    y bzw. f(x) eingesetzt. Anschließen wird das Lösungsverfahren für Lineare  
    Gleichungssysteme (Klasse 8) genutzt. Im Beispiel wird das Additionsverfahren  
    durchgeführt.

i)   2 = a + b + 4           | . 3         
ii)  10 = 9a + 3b + 4

i)    6 = 3a + 3b + 12               
ii)  10 = 9a + 3b + 4

ii) – i)    4 = 6a – 8    |+8
          12 = 6a        |:6
          2 = a 

Einsetzen von a = 2 in Gleichung i) oder ii).
i) 2 = 2 + b + 4   | - 6

                   - 4 = b

Daraus ergibt sich die Gleichung f(x) = 2x² – 4x + 4.


